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I N T R O D U Ç Ã O 
O estudo das singularidades de urna aplicação diferen 
ciável, constit~i-se principalmente de uma análise de classe 
invariante sob certo aspecto por difeomorfismos no domínio e 
contradomínio (as mudanças de coordenadas) • Podemos encon 
trar a origem deste estudo nos trabalhos de M. Morse, ver (j.!?]. 
Dando continuidade ao trabalho de Morse, três fases se dis-
tinguem no desenvolvimento da Teoria das Singularidades das 
Aplicações Diferenciáveis,as quais estão associadas as con-
tribuições principalmente de H. Whitney, R. Thom e J.Mather 
Um dos objetivos deste trabalho é apresentar alguns 
exemplos na Teoria da Elasticidade os quais serão discutidos 
sob a linguagem da Teoria das Catástrofes. Para isto é apre-
sentado inicialmente, a n{vel elementar uma introdução geral 
à Teoria das catástrofes t:lemen-ca.res. üma vl::od.v pC:Ui.üdlitt.ica 
da teoria ai empregada é tambem apresentada, concentrando-se 
porém, a nÍvel de detalhes, em alguns poucos assuntos. com 
o propósito de ilustrar e enfatizar os métodos característi-
cos usados nestes exemplos teóricos, fazemos uma apresenta-
ção de alguns de seus resultados mais significativos como 
A k-Determinação, O Desdobramento Universal de urna Singulari 
dade e admitindo o Teorema de Mather (3.2.8) finalmente apre-




O trabalho assim se divide: 
Capítulo 1 - Destina-se a apresentar uma visão do conjunto 
' de conceitos e resultados na Teoria das Catas-
trofes. Isto será feito de modo informal, visando apresen -
tar vma idéia global geral da mesma: 
Capítulo 2 - Contém os exemplos na Teoria das Catástrofes : 
A Máquina de Catástrofe de Zeeman com a respe2 
tiva equivalência canônica, A Concha Esférica Rasa descrita 
por Sewell e o Arco Simples de Euler; 
Capítulo 3 contém a demonstração do Teorema da k-Deterrni-
naçao, O Desdobramento Universal de uma Singu~ 
laridade e o Teorema Fundamental da Teoria das Catástrofes 
de Thom; 
Apêndice 4 - Contém uma apresentação da Topologia de Whi 
ney; 
Finalmente é apresentado a Relação Bibliográfica • 
• 
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' CONSIDERAÇÕES GERAIS NA TEORIA DAS CATASTROFES 
1.1 Introdução 
Catástrofe é um fenômeno que aparece em famílias de 
funções diferenciáveis de valor real. A grosso modo, catás-
trofe é uma mudança no número de mínimos de uma função em 
uma família. Tal família varia continuamente com os parâme -
tros que a define. Como estes parâmetros determinam a na tu 
reza, o fluxo, o número, e a localização dos mínimos, sao di 
tos parâmetros de controle. 
A Teoria das Catástrofes dá entre outras coisas uma 
descrição qualitativa de como efeitos sÚbitos podem surgir 
de causas uniformes. o efeito súbito, ou mudança de campo~ 
tamento processa-se sobre um "tempo de escala" rápido e e 
chamado de catástrofe. A causa uniforme é uma sequência de 
contínuos ajustes sobre um 11 tempo de escala" lento de cer-
tos parâmetros de controle. O modelo apresentado na Teoria 
das Catástrofes descreve como pode ocorrer uma catástrofe du 
rante uma sequência semelhante de ajustes contínuos, ou sug~ 




No contexto de uma aplicação singular, a terminolo·-
gia nem sempre e muito conveniente. Uma catástrofe nem sem-
pre é desastrosa no sentido co~um. O termo tem por signifi-
cada mudanças súlitas que ocorrcr,1 por exemplo na flambagem 
de uma conha esférica rasa pressionada axialmente, no arre-
bentar de uma onda na praia, no rolar àe uma pedra 1 na muda~ 
ça sÚbita· no comportamento de um aniMal no que se refere 
por exemplo, ao ataque e Íuga de um predador. 
A Teoria das Catástrofes idealizada pelo matemático 
françês Renê Thom, é , ~ ' l sem uuvlua, o exemplo mais recente e 
notável de trabalhos recém-publicados que alcançaram a com~ 
nidade cientÍfica em geral, isto no que se refere a sua mul 
·tiplicidade de aplicações nos diversos campos coF.to cardio-
logia, embriologia, neurologia, sociologia e econo~ia. 
1.2 Exemplo Fundamental I 
Consideramos a função f(x) = x 3 que é introdu<::iüa Hd 
função 
3 F(x,u) = x - ux, pois F(x,O) = f(x). A função F 
é dita um desdobramento de f, para o qual 
F1 (x 1 U) = 3x
2 - U 
tem um < • mlnlmO ,, se u > O, e não tem mínimo se u < O.Ver fig. 1 ,, 




1.3 Pontos Critico~não_~~cn~~ados 
Consideremos agora uma função f que tenha sómente . -pontos cr1ticos nao degenerados. O resultado fundamental do 
Teorema de Horse garante que todo ponto crítico de qualquer 
funcão próxima de f não será degenerada, isto é, será pre -
cisamente de mesmo Índice e isto conclui que toda função 
perto de f tem o mesmo número de minimo que f. Em outras 
palavras: uma função não degenerada, não pode sofrer catás-
trofe. Portanto passemos a considerar funções que tenham 
oontos crí~içp~ degenerados. Ver [ 15]. Seja f uma função em 
•. 'i ., ·: •l . . ~- ~ . ' 
um ponto critico degenerado e F = F(x,u) seu desdobramento 
com F(x,O) = f(x) assumindo que o controle u = (u1 , ... ,ur} 
está na vizinhança da origem, pois a singularidade de uma 
função pode ser estudada tran~adada para a origem como será 
feito. A ideia é. que o ponto critico degenerado de f con-
tém um potencial que floresce ou desdobra em vários outros 
rmntos críticos não deqenerados que aparecem nas funções 
F (x) = P{x,u) que desdobra f, prÓximas de f. Nais geralmen 
u -
te u é dito variável externa ou parâmetro de controle e 
variável interna ou variável de comportamento. 
1. 4 Exemplo Fundame-ntal I I 
Seja a função 
4 f(x) = x , que pode ser desdobrada 
pela função F(x,u,v) ~ x4 2 - ux + vx. 
o conjunto dos pontos para os quais 
3 F1 (x,u,v) = 4x - 2ux +v= O 




O conjunto dos pontos da superfície de equilÍbrio, 
para os quais 
F
11 
{x,u,v) 2 -- 12x - 2u = O 
é di to limite de estabilidade. l'. projeção destes no espa-
2 
ço de controle (u,v) E R , duda pela curva curva cúspide 
2 
27v "" 






eliminando a variável interna x. 
A configuração geométrica destes conjuntos ê aprese~ 
tada na fig. 2, onde a superfÍcie de equilíbrio é uma super-
fÍcie dobrada, os pontos do limite de estabilidade sao os 
pontos da curva na superfície de equilÍbrio para.os quais o 
- d d - 2 plano tangente e perpen icular ao espaço e parametros R 
A projeção desta curva em R
2 
determina a curva cúspide, d 
i 
conjunto de bifurcação. 
F( ) (x) = F(x,u,v) 
u,v 
para pontos do plano de con·trole. 
fi~ 






1.5 SuperfÍcie de Eq~ilibrio 
No contexto de um sistema contendo uma função F(x,u) 
n r 
P:RxR ~ R ( l) 




sf ~ ( (x,u) 
n r 
E R xH ; ~F/O~i =O, i= l, ... ,n} (2) 
de modo qeral define uma superfície de dimens~o r, no qspaço 
de dimensão n+r, nus variáveis x., u .. 
l J 
Nas estruturas mecânicas de engenharia esta supcrfi-
cie terYl sido chamada de superfície ele equiLibrio por SeHcll 
[5] 1 pois o anulamento do gradiente, representa força nula 
no contexto. 
Pontos da superfÍcie de equilíbrio os quais tem a 
propriedade adicional (3) são ditos estabilidade limitada ou 
ax. ax. 
l J 
~ d ( 3) 
são chamadosde limite de estabilidade, pois aí o sistema po~ 
sui propriedades dinâ~icas particulares, isto e, seu equilíi 
I 
brio torna-se instável em "quase todo ponto". 
As equações (2) e (3) e, (1.5) - -sao n+l equaçoes rela 
cionanôo n+r variáveis. Se os x1 são eliminados nas n+l 
equaçoes teremos oJtido uma hipersuperficie chamada ·muitas 
vezes de conjun-to de bifurcação. 
'l'ais pontos u do espaço de controle fazem com que· F u 
tenha um germe Uegenerado que pode sofrer catástrofe. 
1.7 Classificação e Geometria 
• 
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'l'er~:os atJora duas questões básicas na 'reoria das Ca-
tástrofcs que irenos considerar! 
a) Classificação: Ouuis catástrofes podem ocorrer? A aspir~ 
ção é umR lista de germes degenerados tarnbcm chanado!': de sin 
gularidacles, e seus respectivos desdobramentos os quais são 
completos enl algu!:l sentido. 
b) Geometria: Como é a configuração geométrica das diferen -
tes catástrofes? Quais outras catástrofes podem ocorrer no 
conjunto de catástrofe K? Qual a configuração geométrica de 
k? 
Estas questões não sao simples e trazem a tona se 
rios problemas. NÓs iremos considerar sómente classes espe-
ciais de germes de cataStrofe, os quais Arnold chamou de 
"gerr.tessimples". Neste caso existe uma classificação com -
pleta, com razoável descrição geométrica. O caso mais geral 
tem sido estudado, o lfU01 não se:r.â comentado. Ver[ 8,9,10,11] 
1.7.1 Classificação 
Uma catástrofe pode ser considerada como um par: 
a) um germe de una função f, em um ponto crítico de-
generado; (ver definição 3 .1. 5) 
b) um desdobramento F de f,onde o numero de 
exibido pelas funções Fu no desdobramento deve variar. 
Desta forma caracteriza-se uma catástrofe de um germe f, 
para un desdobramento F como o par (f,F) . 
• 
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Três diferentes -noçocs de equivalência são intro-
duzidas associndas a uma particular classe de objetos, os 
germes e seus desdobramentos, as quais estruturam a classi-
ficação: 
a) Duas funções ou germes de funções 1 f, g :H N, 
entre duas variáveis Uiferenciáveis arbitrárias são equiva-
lentes se existem difeomorfismos h e k, com 
k:N + N 
tal que 
g ; l<fh 
Esta equivalência e dita equivalência à direita-
esquerda, e é uma noção básica, da qual as duas seguintes 
equivalências -sao derivadas. 
b) Duas funções de valor real f,g:Rn + -R sao 
equivalentes se estas são equiv:J.lente!J a direita-esquerda 
como em (a) e k preserva a orientação. 
Esta condição adicional é necessária para que f e -f 
sejam não equivalentes; estas funções de modo geral tem núme 
ro de mínimos diferentes, e portanto devem ser consideradas 
diferentes na Teoria das Catástrofes. 
c) n Dois germes de valor real f,g:R 
equivalentes se existe um difeomorfismo 
n n 
h:R + R 
para o qual 
g fh 
• 
R sao ditos 
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igualdade a menos de uma constante. Esta equivalência é chamada 
equivalência à direita. 
-Portanto duas catástrofes {f,F) e {g,G) sao ditas equi-
valentes se os germes são equivalentes à direita 1 e seus desdo-
bramentos F e G são equivalentes no sentido de (b). 
Neste passo sao eliminados os germes, os quais sao di -
tos nao simples. Um germe é simples se as funções em todo desde 
bramento representa somente um número finito de tipos não equi-
valentes. Isto vem simplificar consideravelmente o conjunto de 
catástrofe K, Os germes não simples são completamente comuns. 
De fato, nenhum germe degenerado em três ou mais variáveis -e 
simples. Para tanto ver [ 8] . 
Seja s o posto da matriz Hessiana de um germe f, e 
t = n - s o co-posto. Por definição f é degenerado se t > 1 
Sabe-se que se t L 3 em um Teorema apresentado por Ar-
nold em [7 J que - -o germe nao e simples. (i .e.: o problema recai 
na equivalência de formas cúbicas com mudanças de coordenadas 
lineares, onde o espaço das formas cÚbicas tem dimensão 10, e 
o grupo linear GL(R3 ,R) tem somente 9). 
Quando as catástrofes não simples sao eliminadas, pode-
mos estudar germes com duas variáveis e não perdemos a generali 
zação. Por hipótese consideramos os germes simples que sofrem 
' catástrofe, isto é germes de co-posto ~ 2, e uma mudança de' 
coordenada pode fazer f equivalente a um germe da forma 
este resultado pode ser visto cOmo uma generalização do Lema de 
- 10 -
Morse, ver [ 151. Portanto todo desdobramento F de f é equivale~ 
te a 
onde os pontos críticos de F são da forma 
é um ponto crítico degenerado ou nao. Desta forma 
toda mudança experimentada por funções próximas de f no sentido 
da Topologia de Whitney {4.1), pode ser encontrada no desdobra-
Passamos a considerar os possíveis desdobramentos de um 
germe simples degenerado. A dificuldade e portanto que um parti 
cular desdobramento pode ser incompleto e portanto falho para 
incluir todos os possíveis tipos equivalentes. 
Por exemplo, o desdobramento 4 2 Hb = X - bx de y 
4 
~ X 
nao inclui funções equivalente a 
4 2/3 2 
C --:- ~ - 2.X- {3/~)A X 
a 
onde o coeficiente (3/2)a2/ 3 de x
2 f · lh"d G Ol esco l o para que 
tenha ponto de inflexão, do mesmo modo que G é incompleto. Ver 
fig. 4 Estas faltas são remediadas por 
4 2 F(x,u,v) = x - vx - ux 
que incorpora H e G, e inclui todas as funções equivalentes a 
4 
X • 
Um desdobramento que contém todos os possíveis casos de 
equivalência é chamado versal, e o desdobramento com essa pro -







Considerando um desdobramento de um germe f como um ge.E. 
me diferenciável 
n r F:R xR ,O + R, O: {x,u) + F ( x, u) 
com 
F(x,O) ~ f(x) 
onde ué o parâmetro de controle no espaço de controle Rr, cuja 
dimensão é r. Um resultado fundamental introduzido por Mather 
(3.2.8) para a construção de um desdobramento. 
n Seja E o anel dos germes f:R ,O ~ R e m o ideal maxi 
' mal de todos os germes que se anulam na origem. Ver (3.1.6) .Nos 
mostramos que m é finitamente gerado por n-funções coorderiadas 
n 
xi:R ,O + R,O 





' Seja f um germe desdobravel. O jacobiano ideal ~f de f 
é gerado pelos germes af/dx. em E, que se anulam na origem 
1 
pois f tem um ponto critico degenerado. Assim f'..f c m e portan-
to podemos considerar o quociente m/t..(f). Este é um espaço ve-
torial de dimensão finita para todo germe Simples pelo Teorema 
(3.2.8). Sua dimensão real k, é chamada codimensão de f. Final-
mente.se os germes 
formam uma base para 
tão 
m/t..{f), como espaço vetorial real, en 
e um desdobramento universal do germe simples f. 
Obviamente um desdobramento universal nao é Único, por-
tanto qualquer outro assim definido deve ter pelo menos a "di -
mensão minimal 11 • Isto é, um desdbb1.·amento nao pode 3er uni versa! 
se a sua dimensão é menor que a codimensãode f. 
4 2 -Exemplo: Seja f= x + y . Entao como m(2) = (x,y) e 
~(f) = (x 3 ,y). Uma forma básica para 
-e 
' e portanto seu desdobramento universal sera, pelo Teorema de 
Mather (3.2.8) 
F (x,y;u,v) 
4 2 2 
X + y + UX + VX 
• 
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1.7.2 Geometria- algumas considerações: 
A Teoria das Catástrofes é de natureza local. Uma parti 
cular catástrofe (f,F) determina um germe f E 
2 
m o qual é des 
dobrado em um germe F E m (n+r) • 
Algumas def.i.nições se seguem. 
) - ERre- • a Definiçao: Um regime local para u qualquer um dos ffil 
b) Definição: Um processo para um germe f é uma seçao s do fei-
xe tal que (s(u), u) é um regime local ou infinito. 
c) Definição: Um~ conven~ão determina um processo para um desde 
bramento de f. 
d) Definição: Um ponto regular de um processo é um ponto de Rr 
onde a seçao é localmente contínua neste ponto. 
Isto equivale a dizer que na vizinhança do ponto existe 
um homeomorfismo do feixe en-tre umél. seçao s e a seçao constante 
e) Definição: Um ponto de catástrofe é um ponto não regular em 
R r. 
Uma convençao comumente usada é chamada Convenção de 
Maxwell. Esta estabelece que s(u) é um ponto onde 
( l) 
tem um mínimo absoluto. Como este pode ser -m esta convenção 
é mais usada quando f apresenta mínimos finitos. Também vemos 




ConsiderandO a projeção 
x~n s +1\r. 
f sf' f 
ver fig. 5, os pontos regulares do processo sao aqueles para os 
quais Xf é localmente trivial. Uma variação de v nas vizinhan -
ças deste ponto produz urna mudança contínua de estado, e assim 
Xf é um difeomorfismo local entre Sf e uma vizinhança em Rr. O 
conjunto de catástrofe fica detenninado pelos valôres críticos 
-1 ' de Xf' isto é,pelos u,tais que, Xf (u) contem algum ponto sin 
gular de xf. 
v 









As singularidades da aplicação Xf onde DXf tem posto ~ r 
isto é, onde o determinante do jacobiano de Xf é nulo, ou ainda, 
geometricamente, onde o plano tangente a sf é horizontal, sao os 
pontos que determinam as catástrofe do processo • 
• 
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Para reconhecer quando duas catástrofes exibem o mesmo 
padrão qualitativo, ou forma,é usado o conceito de equivalência 
de singularidades, o qual bem se adapta ao caso das aplicações 
Xf. Diz-se que Xf em P(x,u) E Sf é diferenciavelmente equivale~ 
te a Xf* em Q(x*,u*) E Sf* se existem difeomorfismos locais h 
e k tal que 
Esta equivalência preserva os pontos singulares de Xf , 
conservando o seu caráter topolÓgico-diferencial através dos di 
feomorfismos. 
Ao descrever um objeto em estudo usando determinada es-
trutura matemática, devemos incluir entre as propriedades do . 
mesmo a de possuir a mesma ou quase a mesma estrutura de todos 
os objetos do mesmo tipo, obtidas a partir deste por pequenas 
perturbações. o objeto com tais caracteristicas é dito estrutu-
/ 
ralmente estavel. 
Na Teoria das catástrofes formula-se como hipôtese fun-
damental que a famflia de funções potenciais, que governa o pr~ 
/ 
cesso considerado, seja localmente Estruturalmente Estavel. 
Para definir com mais precisão a Estabilidade Estrutu 
ral, é considerado o espaço das funções 
oo n r 
F= F (R xR ,R), o co~ 
junto das funções reais de classe c~, definidas em RnxRr, mun~ 
das de uma noção de proximidade apropriada,a chamada Topologia 
de Whitney. Esta estabelece que duas funçês f e g estão próxi 1 
' 
mas, se elas com um número suficientemente grande de derivadas, 
nas variáveis xi, y j, tambem estão próximas. Ver[ 4 .1] • Assim 
diz-se que f 
/ 
em P(x,u) E Sf é estruturalmente estavel se, para 
• 
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toda f* suficientemente próxima de f no sentido da topologia 
de Whitney existe P*(x*,u*) E Sf, prÓximo de P, tal que f em 




EXEMIJLOS E _7\PLICli.CÕES H7\ TEO'Ril\ DAS CA'fi\STP.OFES 
2 .1 A >1li<)UINI\ DE Cl\TP.STROFE DE ZEEMI\N 
2 .1.1 In_trodução: 
NÓs apresent.amos um modelo fÍsico tirado da máquina 
de elasticidade, a t.1áquina de Catástrofe de E. c. Zeeman, 
que ilustra a Teoria das Catástrofes de R. Thom, o sistema 
é descrito por um gradiente eM R2 . O caminho de senaraçao 
no espaço de controle, que dá a descontinuidade deste siste 
ma, descreve localmente uma morfologia de cúspide, a qual 
é descrita pelo clássico Teorema de Thom na Teoria das Ca -
tástrofes Elementares. Será Mostrado que existe um difeomor 
fismo que troca topológico-diferencialmente a morfologia de 
cúsPide local do exemplo de catástrofe da ~~ãquina de Zceman 
para o sistema canônico equivalente. 
2.1.2 Descrição: 
Para ilustrar suas conferências sohre a Teoria das 
Catástrofes, o Prof. E. C. Zeeman inventou um sistema fÍsi-
-co, um modelo na Teoria da Elasticidade que e conhecido co-
mo "11.1áquina de Catástrofe". 
O modelo e~prcqado na construção, e no funcionamen-
to desta máquina é umahaste mÓvel fixada em uma éle suas ex-
tremidades por um pivÔ em uma superfÍcie plana, num ponto A 
e na outra extremidade B, são p.Lesos dois elásticos de com~ 
• 
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primcnto a e B, onde a extremidade de a é fixada em um ponto 
C, e a outra, mÓvel no J")lano. () estado do sistema determina-
do pelo ân~ulo e de rotação da haste, entre CA e AB, é con -
trolado pela parte mÓvel do elástico, pela disposição da has 
te no plano de controle (j',Z). Ter.1os posições simétricas pa-
ra e. 
Dado uma região no plano, um controle fixado, impli-
ca em um sistema com um equilíbrio estável ou dois. As fron-
teiras destes domínios são delimitadas pelo asterÓide, como 
na fig. 1, com um equilÍbrio estfvel no exterior do asterÓi-
de, e dois no interior. Um caminho transversal ao e].xo z, ao 
passar da região de dentro para fora, ou vice-versa, muda 
bruscamente o estado do sistema. Este contorno ararente dado 
no plano de controle, corresponde a estas descontinuidades 
ou catástrofes fornecida pela l".OrfoloQia canônica de cúspide. 
2.1.3 O modelo f!sico-mutemático: 
o estudo da dinâmica da 11-1áquina de Catástrofe nos i!}_ 
traduz à Teoria das Catástrofes. Esta dinâmica é descrita 
em um espaço de controle C, por um par de parâmetros (y,z) 
em R2 , e de um outro espaço, o círculo s1 , o parâmetro locai 
a E R. Para um dado controle fixo, o sistema assume um esta-
' do de equilíbrio que minimiza a energia potencial V dos elas 
ticos tensos. 
Consideremos o caso particular onde 1\B = 1, ?\C = 3 e 
os elásticos tenham comprimento 1. Pela Lei de Hooke a ener 




onde a e 13 suo os comprimen-tos dos elásticos c k o módulo 
da elasticidade. Os comprimento a e B dc!Jendem dos }'arame -
tros y, z e e. 
j\ssiill v é função de ur.1 produto de esnaço de controle 
e outro espaço real X, 
V: C X X ~ R 
De fato não ter-~os uma funç-;o potencial, mas sim uma 
família de funções potenciais,isto é, a cada ponto do contra 
le (y,z) =c E C, corresponde uma função potencial 
V : X + R 
c 
Para cada ~onto fixo c, os estados de equilibrio po~ 
síveis do sistema para o E X que corresrondem a um equilí-
brio estável é assumido nos pontos onde V possui um m.fnimo c 
local. 
A convençao adotada na dinâmica da ~1ãC'{uina de Catás-
trofe é evidentemente uma noção de estabilidade primária. Um 
sistema está em equilíbrio estável se -apos uma pequena pér-
turbação, ele tende a retornar a posição inicial de equilí -
brio. 
Restringimos o estudo à analise local de uma famflia 
de funções potenciais, cujo domínio de controle está na viz~ 
nhança do ponto de cúspide (O,z
0
) tal que 8 é suficientemen-
te pequeno para o desenvolvimento em Série de Taylor da fun~ 
çao po·tencial na origem. 
• 
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Relembramos que para y =O, sao encontrados dois po~ 
tos de cúspide, e pela simetria do sistema, um estudo seme -
lhante pode ser feito para o outro ponto. 
Exprimimos doravantc fl c B C0!'10 função de y, z e a 
B = (AB sen e ' -AB cos e) ( 2) 
c = (0,-AC) ( 3) 
" [ (AB) 
2 2 (AB e - AC) 2] l/2 
(4) = sen e + cos 
= (lO - 6 c os 9)1/2 ( 4 ' ) 
(J = [ (y - AB sen 9)2 + {z + AB cos 9)2]1/2 ( 5) 
(l + y2 + 2 2y sen e + 2z 9)1/2 ( 5 o ) = z - c os 
isto, para o caso particular de AB = 1 e AC = 3. 
Subst~indo em {1) , obtemos uma expressão para o 
I 
po-. I 
tencial V = V( . ) (9). Para um Oesenvolvimento em Série de 
y' z 
'l;aylor 1 à.e \/ 8ffi a = o 1 nós temos 
lo z.) 
v 






v(v zl (0) 
- ' 
+ ••. + 
onde: 
v= ~1111o - 6 cos e1 1; 2 - 11 2 +r 11 




+ o •• 
2 2 




"" :::: ~ ', 2 c.o 2 2a
1 / 2 + a) para 
Seja denotado "'r lreJ, y,z assim 
. k -l/2 
V' (y,z) (8} = 2 (11 - (lO - 6cos 8) ) 6cos 6 + 
( 2 2 -1/2 + 1- (1 + y + z - 2ysen e+ 2zcos e) ) • 
• (-2ycos 9- 2zsen f))] 




= k(a-1 / 2 - 1)y 
V"(y,z) (O) = ~[18(10- 6cos O)-J/Zsen 2e + 
+ (1- (10- 6cos 9)-1 / 2 ).6cos e+ 
.(-2ycos e- 2zsen e) + 
+ (1 - (1 + y 2 + z 2 - 2yscn8 + 2zcos9)-l/2) 




V 11 (o) 
(y' z) 
~ ~(3 + ? -3/2 2 + 2( -1/2 ) ) 
2 ~a y a - 1 z 
assim, como a
2 
=~!V" (O) ternos 
Com mais alguns cálculos, obtemos 
k -1/2 -5/2 3 -3/2 
a
3 
~ i (1 - a )y/3 + a "y + a yz] 
Notemos que para (y,z) ':/ (0,-1) temos a fc- O. Porta:n 
to o ponto (0,-l) não faz parte do domínio no espaço de con· 
-i 
trole considerado. 
Considerando este fato, (0,-1) nao é fisicamente um 
ponto de controle, como todos os pontos do disco de raio u-
nitário e centro em (O, -AB). 
Determinaremos os valores dos coeficientes a. 
l 
para o ponto de cúspide (O,z ) • o 
Por hipótese este ponto de controle é um ponto de 
possível catástrofe se este for um ponto crítico degenerado 
e portanto satisfaz a condição 
o que nos dá 
V" ( 0 , z ) (O) ~ O o 
. 





A componente z do ponto de cúsnide é positiva por o 
construção, e portanto 
obtida de (7). 
z = < 3 + ,r3 3) I 4 
o 
Assim como a= y 2 + (1 + z) 2 , para 
a = 
a = o 
" = 2 
(l + z ) 2 
o 
!<. ( l 2 + ?.o) 2 
k 
-· ( 3 + 3z 6 o 
e 
;' o 
2z 2 )/(l 
o 
a 4 = ~(5/32 + (4 + 2z 0 
=a.{O,z). 
l o 
+ zo) = o 
(8) 
c= {0,z ) temo~ 
o 
a. = o 
L 
a3 = o 
) ;' o 
A expressao V(y,z,6) é uma forma canônica simples. 
Para uma transformação linear sobre 6, é posslvel eliminar 
os termos de terceira ordem, e reduzir o coeficiente do 
termo cte quarta ordem a 1/4, substituindo em (6). 
temos 
l 






1/2 2 5/4 2 
~ (1/4a4) ~x - 2~a3/(4a4 ) .x + ~~/16a4 
3 1/4 3 a 3& ~ a} (1/4a4) x - a/4a4) 
4 3/4 3 3/2 2 2 




x + (3/2) (1/4a4) a 3 x -
(1/4 ) 9/4 3 '"/~5" , 4/ 3) - a 4 a 3 x + ll. L. 01 ~a3 a 4 
ou ainda 
vi(y,z;x) ~ x4/4 + u/2 +R 
onde 
u~ (9) 
Eliminando o terno inde:t=endente de x r:or urna tramlação sobre 
valôres da função p::>tencial, terros 
~(y,z) (x) ~ vl(y,z) (x) - v(y,z) (-a/4a4) 
~ x4/4 + u/2.x2 + vx +R 
h(y,z) ~ (h1 (y,z), h 2 (y,z)) ~ (u,v) 
detenninada r-or (9) e (lO) é loca).rrente um difeorrorfisrro, pois é de cl~ 
se eco e sua matriz jacobiana J(h) em (O,z
0
) tem r:osto máxirro • 
• 
onde 
J(h) (O,z ) ~ 
o 









') 3 14 
(l + z )"[4a
4
(0.z )] 1 
o o 
;l o 
Assim existem vizinhanças adequadas de (O,z
0
) e (0,0) onde y e 
- 00 z podem ser escritos como funçao C deu e v. Gom esta conversão ternos 
V2 (y' z) (x) ~-?, )(x), u,v 
ou 
_,3( )(x) ~x4 +u/2.x2 +vx+R' u,v 
NÓs obterros finalnente uma fama canônica para a chamada fun -
ção :r;ntencial, truncando a série a ordem 4 em x. 
4 




2. 2 CONCHA ESFtRICA RASA 
2. 2.1 Descrição e Modelo Matemático: 
O modelo matemático basea-se na estrutura montada por 
duas hastes que permanecem retas, com constante elástica lon-
qitudinal k. Ver fig. 1. Elas giram suavemente sobre dois ei-
xos fixos, a uma distância 2c e suas extremidades são presas 
por wn terceiro eixo de forma a se articularem verticalmente. 
Uma força vertical atua sobre o terceiro eixo de tal forma a 
balancear o sistema pela tensão e compressao nas hastes. 
A configuração é descrita para um desvio angular q 
-'IT/2 < q < 'IT/2 
A simetria indica que temos um equilíbrio ins.t.ável e 
e dois estáveis 
q=O,±a e p = O 
o ângulo a determina a profundidade da concha. 
fig. 1 
Seja a = 1 - cosa. com O < a < 1. A energia total do 
sistema em uma posição geral. e , para uma dada força é 
• 
l c 2 • -2 k ( ---'"--cos a 
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c 12 - Pc(tg a- tg 8) 
cos e 
Removendo Pc.tga que independe de e, e dividindo pela 
constante 2kc
2 
fixa, e escrevendo b = P/2kc, temos a energia 
potencial normalizada 
V(&,a,b) ~:[(l/2) 1/(l-a) - 1/cos 9) 2 + b tg & (l) 
que depende de urna variável de comportamento e e duas variá -
veis de controle a, b. 
o modelo matemático da fig. 1 é uma análise global e 
pode ser feito sem restrições para a pequenos (concha rasa) 
ou uma pequena deflexão para q peque~o. Eventualmente, para 
um modelo fÍsico tais restrições serão necessárias para atri-
buir significado real a análise como por exemplo 
-a« a ~ 1 2 2" 
Derivando a equação {1) em relação a variável de com 
portamento 9 temos (entenda-se por V' (9,a,b) = (ê1V/ô9} (9,a,b)) 
v• (9,a,b) ~ (l/cos 2 Qj[b- sen 9(1/cosa- 1/cos 9)] (2) 
4 3 2tg9.V' + (1/cos 9)[1- cos 9/cosa] ( 3) 
. 2 
V 1 "(9,a,b)= 2sec 9.V' + 2tg 9.V'' + 
2 3 + (senG/cos g) (4/sen g -l/cosa) 
v( 41 (G,a,bl ~4sec2 e (tge. v• + v"J 
3 2 2 3 
(1/cos 8 [ -1 (cos e+Ssen &lI cos e 
2 
(cos g. + 
• 
+ 2V 11 'tg 9 + 
- (l/cosa.). 
2 2sen G)] 
( 4 I 
' 
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2·:2.2 Superfície de Equilibrio: 
Se cos 9 > O, a superfície de equilibrio V 1 (B,a,b)=O 
nas variáveis 9,a,b e pela equação (2) 
b ~ sen 6(1/(l-a) - 1/cos 6) ( 6) 
2.2.3 Limite de Estabilidade: 
os pontos na superfície de equilÍbrio, dado pela 
equação (6) para os quais V11 (Et,a,b) =o, são chamados de es-
tabilidade limitada. Pela equação (3) temos 
3 cosa = 1 - a = cos 9 
que em (6) nos dá 
b ~ tg 3e 
Assim, o ·limite de estabilidade e dado pela curva di 
ferenciável 
b ~ tg 3e e l-a 3 cos s 
2.2.4 Di fure ação • 
. 
( 7) 
Nas equações (7), .eliminando o parâmetro 9, obtemos o 
conjunto de bifurcação dado por 
3 c;---:;-se cos 9 = 11- a <O. 
o conjunto de bifurcação dado pela equação (8) é da-




A superfície de equilíbrio é uma superfície plana d~ 
brada no mais significante domínio para (B,a,b) RxR2 dada 
pela equação {6). Ver fig.3. 
o limite de estabilidade é a linha curva sobre a su-
perfície, cuja projeção no plano de controle (a,b) o 
conjunto de bifurcação mostrado tambem na fig. 3., como tam-
' -bem uma secçao da superfícieS pelo plano 9 =O. Escalas di-
ferentes tem sido usadas nos três eixos ortogonais da fig. 3 
mas escalas iguais são usadas nos planos dos diagramas nas 
fig. 2,4,5. A estabilidade limitada consiste de pontos de 
equilíbrio "quase sempre" instável, exceto na origem, pois 
sobre a linha dobrada v'" temos 
se e r' o 
Como V" > O para pontos exteriores em S ao limite de 
estabilidade, temos aí pontos de equilibrio estável, V 11 <O., 
para pontos interiores em S ao limite de estabilidade, onde 





2.2.5 Caminhos de Equilíbrio para uma dada concha: 
uma região típica é mostrada na fig. 4, onde a linha 
cheia representa os pontos de equilíbrio estável, e a linha 
' tracejada 1 pontos cujo equilibrio é instavel. 
q 
5 
limite de estabilidade 




... -... - - -).;>.--
. -- - -(-(-
' 
' 





a= l/2, e = rr/3 
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Urna força quase estática, para um estado natural qual 
quer, na direção de uma única flecha, levará o sistema ao li-
mite de estabilidade, onde a força de equilíbrio assume um 
máximo ou um mínimo. Desde o ponto do limite de estabilidade, 
' o sistema é dinamicamente instavel, tomando lugar a energia 
de flambagem, como energia básica de atração, associando ao 
sistema um outro equilíbrio estável, distante, finito, como 
indicam as duas flechas duplas na fig. 4. O mecanismo passa 
então por um ciclo de histerese. Tal energia de flambagem po 
de por conseguinte ser representada na fig. 3 através de um 
certo 9, para um dado (a,b) E R
2
, na linha dobrada. Assim 
retas perpendiculares ao plano de controle interceptam a 
superfÍcie de equilíbrio em um __ ponto se exteriores à cúspide. 
e, 3 pontos, se interiores à cuspide. Pontos exteriores ao 
' limite de estabilidade tambem delimitam o dorninio de contra-
le de parâmetros para o qual uma única solução de equilíbrio 
-e assegurada. 
2.2.6 A Secção de Cruzamento: 
A secção da superfÍcie de equilÍbrio com o plano 
9 = O, dita secção de cruzamento, é mostrada na fig. 5 
' i 





2.2.7 O Modelo Canônico: 
Para o caso de conchas rasas podemos aproximar o 
equilíbrio globãl,- analisando pequenos valores de a ~O. 
O conjunto de bifurcação (8), pode ser aproximado 
por 





' Temos tambem para ( 7) ' quando -b e g sao pequenos , 
que a forma local da linha de dobra é 
a ~ 
cuja estabilidade limitada emerge do potencial quadrático 
F( " b) = 1 g2 -a "2 + Zb " O"ta, 4 o u 
a qual é uma aproximação local canônica para (1) .Ver Sewell 
[ 6] • 
• 
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2.3 O ARCO SIMPLES DE EULER 
2.3.1 Descrixão e Modelo Matemático: 
O modelo é constituído por duas hastes rÍgidas 1 pre -
sas entre si, em suas extremidades por um pivô, que permite 
movimento angular, como mostra fig. 1. Nas outras extrernida-
des duas pequenas esferas deslizam sobre um plano com atrito 
' ' o desprezível. Uma mola tende a leva-las a 180 . 
Se agora as hastes são comprimidas com uma força ho-
rizontal graduada crescente S, quando estas ficam na hori -
' zontal S assume um valor critico e dara uma dobra para cima 
(ou para baixo) 1 dando lugar a uma catástrofe no sistema. 
Seja agora S fixado, e uma força vertical graduada 
crescente a, aplicada no pivô. O arco estará sujeito a for-
ça a .até aue alcance o valor crítico, e então sofrerá uma 
mudança sÚbita, uma flarnbagem, como na fig. 1. 
' 
O Arco Simples de Euler 
fig. l 
Suponhamos agor~ que o comprimento das hastes seja 1 
e ~ o módulo da elasticidade da mola. Inicialmente é assumi 
do que o. =O. 
• 
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Passamos agora a descrever o que acontece na vizinhan 
ça do ponto de dobra, onde o sistema flamba. 
Sejam B = 2~ + b, e x o ângulo entre as hastes e a 
horizontal. Assumimos que a, 8 e x são pequenos. Em três di-
mensoes a e S são considerados nos eixos horizontais e deter-
minam o plano de controle e x no eixo vertical. Seja S o grá-
fico de x como função de a , B , a superfície de equilibrio 
dada pela equaçao aV/ax = V 1 = O, onde V é a energia potenc~ 
al do sistema. Vamos mostrar que s é uma cúspide catástrofe , 
como mostra fig. 2. 
2.3.2 Teorema: O arco flarnba quando S = 2a. 
Demonstração: Considerando a variação angular igual ao deslo-
camento da mola, pela Lei de Hooke, a energia na mola é dada 
por 
l 2 z" ( 2x) ( l) 
A energia cedida ao sistema pela força e 
asen x ( 2) 
A energia perdida pelo sistema e 
-2S(l- cosa) ( 3) 
Assim a energia total no sistema é dado por 
. 2 . 
V = 2'J..lX + asen X- 2S(l- cos x) ( 4) 
A superfície de equil:Í.brio s e dada por 
V' ~ 4"x + a. cos X - 2Bsen X ~ o (5) 
,i 
A es tabi lida de limitada - dada e por 
V" ~ 4" - a.sen X - 2Bcos X ~ o (6) 
e o ponto de cúspide deve satisfazer a equaçao 
V 111 = -acos X+ 2Ssen X= 0 (7) 
• 
- 35 -
as equaçoes (5) e (7) nos dá 
4 1-!X Ü 
Como 1-l f O temos x = O.Substituindo em (5) 
acos x = O a = O 
subtiuindo em (6), ternos 
41-l - 28 = O, ou B = 21-l. 
o que completa a demonstração. 
2~~-3 T~orema: S é uma cúsPide cçtástrofe. 
Demonstração: Desenvolvendo V em série de Taylor no ponto x=O 
temos 
V(O) = O 
V' (0) = a 
V"(0)=4"-2S 
V'"(O)= -a 
V( 4 ) (O) = 2S 
assim 
V(x) = ax + (4" - 2S) 2 (-a) 3 + 2S x4 + R 2! X + TI X TI 
onde R é o resto do desenvolvimento. Substituindo 8 por 2)J+b 
temos 
V (x) 
2 a 3 
= ax - bx - x 6 
4 
X + R 
Qua11do a = b = o ' temos 
v = " 6 X 
4 
+ R 
assim " ;' o' positivo e X obedece a cúspide catástL-ofe. 





' Por mudança de coordenadas nao lineares, atraves de 
equivalência de desdobramento pelo Teorema de Mather(3.2.8) 
temos V equivalente a 
" 4 2 V - 6 X + ~ X - b X 
a cúspide catástrofe. 
~ r 
~ , .. 1 
8 ' 
~ 
fig. 2: o caminho em s para um dado arco (l) compressão' 





ALGUNS RESULTADOS NA TEORIA DAS CATÁSTROFES 
3.1 A K-DETERNINACÃO 
Iniciamos introduzindo alguns conceitos de natureza 
algébrica que aparecerão posteriormente. 
Consideramos anel COMO sendo anel comutativo com uni 
dade. 
3.1.1 Dcf~nição: Um anel local é um anel cor. um Único ideal 
maximal. 
3.1.2 Definição: Seja A um anel. Um A-módulo r1 e um grupo 
comutativo M com respeito h adição, onde A atua linearmente. 
~1ais precisamente é um par (M, tjJ) , onde 1"'1 e um grupo abeliano 
e $ uma função definida como 
~:Ax~ + M: (a,x) + ax 
onde os seguintes axioma:o; são válidos: 
a(x + y) = ax + ay 
(a + b)x = ax + by 
(ab)x = a(bx) 
lx = x com a,b E A; x,y E M 
Como de costume, 1 representa o elemento unidade do anel. 
3 .1. 3 Definiçã~: Um submódulo :tJ de um A-módulo "1 e um sub-
grupo de 1'1 fechado en relação a composição de ele:r.~.entos de 
A. (i. e.: JI. •• N c N) 
Diremos que um A-módulo M é finitamente gerado se 
M = { x =Ia.x.: x.E M, a. E A, sorna finita } 
1 1 1 1 
• 
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O submódulo N, gerndo por x
1
, ... , 
N = ( x
1 




será denotado por 
Ao contrário do que ocorre na teoria dos espaços ve-
toriais, i.e., dos módulos sobre um corpo, a expressão d~ um 
elemento x, em terMos de geradores ·x
1
, ... - -,xr nao e em ge-
ral Única, mesmo que o conjunto dos geradores seja minimal. 
Um ideal I, em um anel A é um submódulo de A, de mo-
do natural. (i.e.: I 
3.1.4 Definição: Um 
-e um grupo aditivo que satifaz A.I c A) 
ideal I em um anel A e chamado ideal ma-
ximal se todo ideal J i I com I c J c A, tivermos J = A. ~ 
também conhecido que o ideal I é maximal, se e somente se o 
anel quociente ~/I, é um corpo. 
Vamos agora definir uma classe de equivalência sobre 
o conjunto das funções 
ro n 
C (R ,R), o anel dos germes das fun-
ções diferenciáveis de valor real. 
3.1.5 Definição: Seja 
00 
C (~-l,N) o espaço das funções diferenc!__ 
dveis entre a::; variedades Uiferenciâ.veis H e N. Se x E i"i e 
f,g E c""(H,N) definimos a seguinte relação de equivalência: 
f - g se e somente se flv ~ glv , para al-x X 
guma vizinhança de x, Vx. 
Esta classe de equivalência representada por ! é chamada de 
germe de f no ponto x. 
Seja E o conjunto dos germes no ponto O, das funçÕes 
n 
c""(Rn R). As operações definidas em E , são induzidas natural 
' n 
mente pela operação da reta, em outras palavras, 
• 
- 39 -
r+ g = (f+ gl-
k.l' = (kf)-
Lg = (f.g)- com f,ij E E , k E R 
n 
Desta forma,En é um esru.c;o vetorial sobre R., de dimen 
são finita, E
11 
é um ane 1 cormtati vo com unidade. A unidade é 
a função f(x) = l. 
Seja m
11 
o conjunto dos germes de E
11 
que se anulam na 
origem. 
3 .1. 6 Lema: m
11 
é um anel local com ideal maximal E
11
• 
Demonstração: Seja f E E11 - m11 • Mostremos que 
isto é, 1 E (m , 
n 
f)E . Seja f um representante de sua classe. 
n 
Doravante quando não houver amhiguidade de sentido, indicar~-
' 
mos os germes pelos seus representantes. Seja V uma vizinhaA 
ça do O, logo fjV não é nula. Então existe l/f em V, e por -
tanto 
Assim m11 é maximal, e único, pois qualquer outro ideal I -:} E11 




, o conjunto dos germes difeomorfos em O de 
C~{Rn,Rn), tal que f(O) ~O. Gn é um grupo com reSpeito a mul 
tiplicação induzida pela composição, com elemento neutro a 
? G (')-l = (f-1)-função identidade, e cujo inverso de L E n' L 
Daqui para frente, usaremos ao invés de E , m , G , n n n 
simplesmente E, m, G, desde que claro • 
• 
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As coordcmadoa de Rn serão usadas ambiguame!_l_ 
te como: 




a função projeção x. (x) = x.; 
l l 
x. E m c E, COl-:10 germe e 
l 
x.= x,, o k-jato deste germe. 
l l 
3.1.7 Lema: m = (x
1
, ... ,xn)E, i.e. rn e o ideal de E gerado p~ 
los germes xi. 
Demonstração: seja f E m I pelo Teorema da ~1édia 
1 
f(x +h) - f(x) ~f o f'(x + th) .h dt 
Para o ponto O,segundo acréscimo em x o desenvolvimento será 
f~ onde e. ~ l 
tanto e. E m' l 
Como 
f(x) ~ f~ f' (tx)x dt 
1 n 
~ f 0 l: af/ax .. x1 (x) dt i=l l 
- ~ 1 . 
~ I x. IXJj 0-at;ax. ltX) ctt l . l 
~ L e .• x. (x) 
l l 
n H/ax. (tx) dt com e. :R + 
l l 
assim temos m c (xl'' • ,xn)E. 
X. E m, temos (xi) E c m' logo m l 
conclui a demonstração. 
00 
R, e. E c 
l 
~ {xi) E' 





grau k, isto e, gerado pelos germes ôos mono 
mias onde 
• 
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Demonstração: Por indução sobre k. 
(i) Se k = l, recaímos no Lema anterior (3.1.7); 
(i i} Se Jç > 1, o resulta do segue, pois 
. . . f.Em,i=l, .•. 
l 
, k} 
com f. = L e ... x., uma equaçao linear em n-variáveis xl., lo-
J. lJ J 
go o produto de k elementos de m é um polinômio homogênio em 
xi de grau k, o que conclui a demonstração. 
3 1 9 1 - · k - f' · d E "d 1 . . Cor~ar12_: m e 1.n1 tamente gera o -mo u o. 
D t - P 1 C 1" · t · k ( 5 ) .cmons.raçao: e o oro ar1o an er1or, m = x , cujo nUI'le 
ro e dado por combinação cios n-eler;tentos x., tonados k a k, 
1. 
k logo finitamente ~erado, m é um idenl de E, e co:r1o toclo ide 
al é E-môdulo. 
c , Jk . t E/ k+ 1 J . t I k+ 1 k 0e]a o quoc1en e m , e o nuocJ.cn e m m , J 
a projeção canônica de E em Jk. 
3.1.10 Lema: ;k é um anel local com ideal Jk. 
- Jk - 1 · d E Demonstracao: e um ane quoc1ente e , e portanto um anel 
COJ:\Ut<ttivo com unidade. COI'!O existe uma correspondência l a 1 






f/rl k+l J o 
u 
I/m k+l J o 
k segue que J e um nnel local com ideal J . 
• 
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3 .1.11 T,ema: Jk -e um espaço vetorial sol)re E rle d.irtensão fi-
nita. 
Denonstr~ão; Se f E E, sua expansao de Taylor Gf'l O e 
onde os f, são polinômios homogênios em x, de grau i,cujos 
l l 
coeficientes são as derivadas parciais em O, e e E mk+l ),+1 
J ·; k+l - . Logo = r m e um espaço vetorlal sobre E, de dimensão fi 
nita, gerado pelos Monômios X. 
l 
de grau < k. 
3.1.12 Definição: O k-jato de f, que se escreve jkf e defini-
do por 
a série de Taylor de grau k. 
3.1.13 Definicão: Dois· eleP.1_entos f,g E E, sao ditos equivale!:_ 
tes à direita (-0 ) se eles pertencem a mes-
ma Órbita G, isto e 
f -d g <=> existe h E G tal que f = gh 
onde a órbita em G escrita Qf, é o conjunto 
Qf = {g E E/ existe h E G, f = gh} 
Usaremos - para equivalência a direita, quando claro no con -
texto. 




lentes se ten os mesmos k-jatos, isto e 
I 
.k 
g - J g 




3.1.15 Dofin.i~: f E E é dito k-determina_do se para t.odo 
3.1.16 Definição: A detcrr.inação de f E E , e o menor inteiro 
k, tal que f é k-dc:tcrminado, escrito como 
det(f) ~ k. 
Observe que se f e k-determinado, en-tãois~determinado 
para todo s > k. 
3.1.17 Lema: Se f e k-determinado, então todo eleQento de sua 
órbita é tambem. 
Demonstração: Se f f mostremos - k-deter-- g * -d g, que g e k 
minado. 
f -d g i.e, f ~ gd1 com d 1
E G.Seja g -k h i.e. 
,k .kh 
J g ~ J ' ou / (fd~
1 ) ~ .kh J ' portanto 
jkf ~ .k (fd-1 d ) 
J 1 1 
~ jk(fd~l) .jk(d1) 
~ 
.k .kd 
J g. J 1 
~ 
.k, .kd 
J ll.] 1 
logo f _k hd
1
, e portanto f -d hd1 , isto e, existe d 2 E G, tal 
que 
f ~ hd1d2 
gd1 ~ hdld2 
-1 
g ~ hdld2d1 
-e portanto, finalmente g -a· h, como querlanos . 
• 
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3.1.13 Definicão: Se>ja f E E, nas coordenados xi d~ Rn, 
1< = l<(f) = (af/ax1 , ••. ,afjaxn)E 
é dito o ideal jacobiano de f. 
3.1.19 ~ronosição: ~ independe do sistema de coordenadas. 
Demonstração: Sejam õx = (df/dxi) e õ = {df/dy
1
.) , assim y 
temos 
af/3x. = (af/3y.). (ay./3x.) c " l J J l y 
af/3y. = (af/3x.). (ax./3y.) c "x l J J l 
portanto " = " X y 
3.1.20 Lema: Se f E E - me f* = f - f(O) E m, então f e f* 
são invariantes pelo jacobiano ideal e pela de -
terminação. 
pemonstração: i) af/ax. = af*/ax. • 





f = gd 
f d g 
f (O) = g(O) e f* - g* 
k 
= jkg* com f(O) = g(O) 
• f* = g*d com f(O) = g(O) e d EG, 
• f* d g* e f(O) - g(O) 
A deterMinação em E, m é equivalente. Doravante con-
sideramos o estudo dos k-jatos somente em m, Antes de enunci 
armas o teorema que estabelece condição suficiente para a k-
determinação iremos demonstrar o Lema de Nakayama . 
• 
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3.1.21 Len:a (Nakayama) Se Ji. e um anel local, I um ideal maxi 
mal, r1 e N, l\-rnódulos (contido em al-
gum outro A-módulo) com ~-1 finitamente gerado em A, então 
M C N + 1~1 => r! C N 
Demonstra~ão: i) Primeiro mostramos para N =O, isto c 
M C IM => M C 0 # M = 0 
Seja !l! = (v1 , ... ,v r) l\, finitamente gerado, e como 




L a .. v. 
j~l 1) J 
com 
II .. -a .. )v. =O 
l] lJ J 





onde id é a matriz identidade de ordem r, A = (aij)r, e 
v= (v
1
, ... ,vr), Como o determinante de id-A e 1 +a, 
a E I e como 1 + a ~ I, pois caso contrário, como -a E I , 
teríamos (l+a)+(-a) = l E I. Como I ~A é um ideal maximal 
-1 
1 + a é uma· unidade. Logo exis-te {1 + a) e portanto id - A 
e nao singular. Assim o sistema (1) tem somente solução tri-
vial, e v= (v
1
, •.. ,vr) =o. Temos finalmente H= (vi) A:::: O 
ii) para o caso geral consideraMos o seguinte.quocie~ 
te por N 
U1 + N)/N c N/H + (IH+ N)/N 
e como 
I ('I + N) /N = (a (b + H) : a E I, b E 'I) 
::: { ab + N : a E I, R E H} 
= (In+ N)/N 
• 
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Pela primeira parte (i) , temos ('1 + N) /~! :::: O, e por-
tanto ~-! c N, o que cstfl.hclece este resultado. 
3.1.22 Teorer1a: Se f E mr e tJ. 
mk+l c m2 tJ. 
t.(f), então 
f é k-detcrminado 
O t - 'Jo's . f k+l 2 CP.l.OTI~J::"aç~: L assum1mos que E m, e tn c m tJ. e irerno5 
mostrar que 
se g E m , com f -k g => f - d g 
Seja Pt Em definida por 
Ft(x) (l-t)f(x) + tg(x) 
X E Rn, tE R. 
Como F 0 =f e F 1 = g 1 e suficiente :rr~ostrar que F0 -d F 1 • 
' Se for possível ~ostrar que para todo tE [0, l]exis-
- t* Ft te uma vizinhança Vt tal que se t* E Vt entao F -d 
como [O, l]ê colllpacto e conexo 1 é possível cobrir com um nume 
ro finito de vizinhanças, e construir f= gh, h E G por uma 
compos1ção finita. 
Lema 1: Seja t
0 
E [0 1 1], então existe Dt E G com 
zinhança de to, tal que 
V uma, vi-
to 
1) oto = identidade 
para t E V 
to 
t Observação 1: Como D E G, satisfaz a condição (2), temos co-
mo anteriormente, pela composição finita f -d g. 
Portanto Lema 1 ~ f -d g. 
Lema 2: Existe um germe D em {p, 
t 0 E f O, 11, tal que 
• 
n n 
t ) , D E C oo (R xR, R ) 
o com 
(i) D(x,t ) =X 
o 
(ii) D(O,t) =O 
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(iii) F(D(x,t) ,t) = F(x,t ) , para (x,t) E v( 
o O, t 0 ) 
Ohserv<?!.câo 2: Para uma vizinhança da origerrt em -qn, c1cfine-se 
D(x,t) = Dt(x), e por (ii) cano D(O, t) =O, 




, um _di feo 
-morfismo, e como os difeomorfismos sao abertos no espaço das 
funções diferenciáveis, existe l t - f v ta que D e um germe di eo 
to 
mor f o para t E V 
to 
Desta forma o Lema 2 Lema 1. 
Lema 3: No Lema 2, substitu{mos (iii) pela equivalente (iv) 
onde 





Demonstração: (iii) ~ (iv). Derivando (iii), obtemos direta 
mente (iv). Reciprocamente, integrando (iv), temos 
o= Jt (iv)dt = F(D(x,t),t) - F(O(x,t) ,t0 ) to 
que por (i} no Lema 2, nos dá F(D{x,t),t) = F(x,t). 
Observacão 3: Assim . Lef'l.a 3 => Lema 1 
Lema 4: Existe um germG H eM (O,t
0
) de uma função r1iferenciã-
oo n n 
vel, H E c (R xR,R ) , tal que 
(v) H(O,t) =O 
(vi) 
i) F ht (x,t)Hi (x,t). çr + :rt;<x,t) = o 
• 
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Ob.ser'Z0_çj\o j_: Como ~,t) == (Dl (x,t), •.. ,Dn (x,t)), pelo Teore-
ma du_ Existência e U!1icidade das Equações Diferenciais Ordin~ 
rias, a solução para o prohlerm de equaç<1o diferencial 





onde (2) e condição inicial para (i) no Lema 2. Como 
H (x,t) ~ (H
1 
(x,t), .•• ,Hn (x,t)) 
e 
temos (1) se e somente se (élD./élt) (x,t) = II. (x 1 t). Fazendo 
l l 
D(x,t) = x, para (x,t) E V e:r.1 (vi) temos (o, t
0
) 
(iv) no t,(;! 
ma 3. CoMo por (v) H(O,t) = O temos que D(O,t) = O é uma 
particular solução de (an;at) (O,t) ~ H(O,t) para tE V 
to ' 
Assim Lema 4 ~ Lema 1 
Denotemos o anel 
n 
dos germes R xR,(O,t
0
) R, por 
En+l' Como En c En+l' o anel dos germes não depende de t, e 
ainda 
n ~ (O F 




5 k+l c ? Lema : m m-b. 
Observação 5: 
---~--
Como F(x,t) ~ (1-t)f(x) 
ar . 
0-;:(x,t) ~ g(x) -- f(x) E 




I'or hipótese q-f E mk+l c m2 portanto 
? 
m ' b.E n , uma soma finita. J 






=I a.c .. aF = 
.. J l]VX, 
l,] l 
cij E E(n+l) 
= -L ajcij E E (n+l), que nos dá (vi) no Lema 4. 
j 
Portanto, Lema 5 ~ Lema 1. 
Nestas condições a demonstração do Lema 5, que segue, 
completa a condição de suficiência para a k-determinação. 
Demonst~ação- Lema 5: Como f(x,t) = t(g(x) - f(x)) + f{x), 
temos 
a :F a f 
-a = ax-.(x) + 
xi 1 
E ôf + 
axi 
- f (x)) 
pois tE E(n+l)e f- g E 
k+l 









+ E mk c n + 
n+l 
tJ. c n + k E m 
n+l 
Como anteriormc:mte, dcno·tamos o ideal maximal de En+l 
por mk+l' o que se entende por: os germes que se anulam em 
• 
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(O,t ) , e portanto m c m 
1
. Agora 
o n n+ 
E k+1 (n+l)m c (hÍpÔtGsG) 
c 2 E{n+l)m {.Q + E k (n+l) m ) 
c 2 m n + E(n+l)tn 
k+2 
c m2 n + m(n+1)E(n+1)m 
k+l 
onde nos aplicamos o Lena de Hakayama (3.1.21) para l\. = En+l 
r-1 = En+lmk+l c mk+l, finitamente gerado e N = m2Q 
"'1 C N + IH '* r1 c N 
o que dá k+1 2 k+1 2 r~m c m n em particular m c m n o que conclui 
a demonstração da condição suficiente para a k-determinação. 
3'.1.23 Definição: Um grupo de Lie é uma variedade P, de elas-
se c=, dotada de uma estrutura de ~rupo, on 
de as aplic~ções 
-sao 
m:PxP ~ P: (x,y) 4 xy 
r:I' .....,. P: X -Jo 
de classe c"". 
-1 
X 
3.1.24 Proposição: -a e um grupo de Li e. 
n 
Demonstraçã.q_: Com a operação de composição Gn e um grupo. As 
aplicações 
m:QxG--... G: (f,g)----... fg 
r: G -Jo G: f 
sao diferenciáveis pois, r.1 é composiçÉio rl" funçÕes diferenci,á 
• 
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véis r e a invo.rsn. âe lU'l difcorr1orfi.sr:o diferenciável, e 
portanto difcrenci5.vel, an1Jar; <1<? classe c'", 
3 .1. 25 Dc_~ini~: U:r1a açu.o de um grupo de I,ic P cJTt ur;1a varie-
dade ~1 é un<1. a!Jlicação difcrcnci~vel de elas 
~ 
se C 
n:MxP + u: (x,a) ~ xa 
satisfazendo a condição 
(xa)b = x(ab), com x E r.1 e a,b E P 
Esta ação em particular é chamada ação à direita de 
P en M. 
3.1.26 DefinicRo: Sejam 
o conjunto of e chaMado Órbita de f pela"açao de G em 
m. 
Temos ainda, por exeMplo à ação à direita de G em 1E 
dada por 
ExG --). E, (f,g) fg 
pois 
(fg)h = f(gh) 
pela composição, onde ' f E E, g,h E G.Te:r.1os tanL'I-)em 
gf 
e uma açao a esquerda de G1 em mn, pois 
(hg)f = h(gf) 
pela coP1posição, com g,h E c1 e f E m. 
ll.ssim dizemos rrue f ~cl q é outra Jllaneira de cUzer que 
• 
- 52 -
Assin, a k-determinação c na realidade, urr1a condição na órbi 
ta n de f. "f 
Para concluir o estudo da k-determinação a!'rescntamos 
umu. condiçi.io nccessnria c suficiente para UP.l qcrmc ó3er k-de -
terminado. Para alcançn.rmos tal objetivo, é necessário deter-
minar o e~paço tangente à érbita jkf.Gk de um k-jato jkf 
b - d _k k k -so a açao e c;· em J , onde G e o conjunto dos k-jatos dos 
germes em G,o qual é um grupo de Lie de dimensão finita. Este 
é o objetivo do teorema que segue, onde ,Tk é a proj eçao canô-
nica que a cada germe associa o seu k-jato jkf, na origem. 
Decorre da definição de k-determinação, e da defini -
ção de Pf e Qf' que se f e k-determinado então Pf c Qf. Seja 
IT a projeção natural de m er1 Jk+l, isto é TI (f) = jk+lf, te 
mos que TI(Pf) c rr(Qf). Como Pf pode ser escrito como 
P = f + mk+l 
f 
terr10s 
n(Pf) = n(f + mk+l) 
nf + nmk+l 
= jk+lf + rrmk+l 
- ( ) J.k+lf O plano tangente a n Pf em = 
T (TIPf) = nmk+l z . 
z e dado por 
. k+l(f ) .k+lf .k+l G . 1 Como J g = J .J g, com g E ,n e equ1va en-
. G Gk+l. '1' 1 / te com respe1 to a ) , . am.)em 
TIQf = n(fG) - jk+lf.Gk+l = zGk+l 
uma órbita abaixo no grupo de Lie, e portanto uma variedade. 
Em particular Tz(rr0) existe • 
• 
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3.1.27 Teorema: Se f c k-dr.::: terminado, então k+l rn c m1\f 
• 
Para dcrnosntrarr:tos o Teorema {3.1.27) !JrccisamrY; pr2. 
var que o plano ta::-tgente a rrn em z é dado por rr{ mA). 
Ler.-~ a 1: T
2
(TIQ) = IT{mA) 
Demonstrac:L~q: Seja d t = id + th, com id a identidade em 
e h E G, Como Rn é aditivo, dado d E G1 podemos escrever d = 
id + h para algum h E G. Assim dt e um caminho contínuo de 
germes entre a identidade e h, para O < t < l, difeomorfos , 
para t = O, 1. Como os difeomorfismos são abertos no espaço 
das funções, existe t
0 > o' 
t tal que d E G, se tE[O,t]. 
o 
· dt - ' I Ass~m e um cam2n1o em G, que desloca a identidade, fdt um 
caminho em Q que desloca f, ITfdt um caminho em~ que desloca 
z. Como m além de um anel maxirr~al de E é também um espaço v~ 
torial, portanto podemos definir diferenciação. 
tor velocidade do caminho dt em t 1 é dado por o 
' ' l\ssim o ve1 -






h. E 111 , e af/ax. E 11. 
2 2 
' 
a f (id+thl h. l 
ax. ~ 
2 
Esta tangente esta em Tz(T!0), e assim fazendo h percor 




T (TIP) C T (TIO) z z --
c m ( · ) k+l k+l ) amo 1. ITP = Jim , tCI'"tOS Jim C TI (m~ , isto e z 
k+l c k+2 m mA + m 
assim 00demos, usando o Lema de :Nakayama (3.1,21) com A= E, 
I = m, M = mk+l e N Y'l~, coMo E é um anel local com ideal 
k+l -maximal m, e m e finitamente gerado, concluímos que 
k+l m c mA 
o que conclui a demonstração. 
3.1.28 corolário: f E E é finitamente determinado se e somen-
te se 
k 
m c A.f' para algum k. 
Demonstracão: {i) )\ssumimos que f é k-deterrlinado, pelo Teo_re 
ma (3olo27) temos 
mk+l c mll c !:. 
(ii) reciprocamente, 
k - o k+2 2 o 
nr ~ u 4 m C m u 
e pelo Teorema {3.1.22), f e k+l determinado. 
3.1.29 Corolário: Se f E 
2 
m - r1 então f e 
Demonstracão: f(O) ~O, logo af/axo '1 rn, e 
l 
2 2 m 11 = m 
logo pelo Teorema (3.1.22) f é l-determinado. 
l-determinado. 






l\o estudn.rr1os um germe f E m , na oriqem, ou sim -
nlesncntc a ~inrrulnridade 
f: (Hn,O) --)- (R, O), com Df(O) =O 
esse é introduzido em u~a família de germes a r-parâmetros, 
Consideremos R.n C Rn+r cor.co .subespaço de Rn+r, onde as Últi 
mas coordenadas desaparecem, c um ponto J?(x,u) E Rn+r por 
(x,u) = (x1 , ... ,x ;u 1 , ... ,u ) n, r 
com x E Rn, u E Rr. 
3.2.1 Definicão: Um desdobramento de uma singularidade f, 
f E:: m (n) a r-par.i.metros e um germe FE m (n+r). 
onde FIRn =f. Este desdobramento será denotado por (r,F) ou 
F • 
r 
Seja (x ,u ) um ponto nas vizinhanças da origem e 
o o 
Fi n ~ f* R x{u } 
o 
um germe próximo de f= FIRn' no sentido da topologia de Hhit 
ney, ao longo de um caPlinho liqando a origem ao ponto (x
0
,u0 ) 
f é transformado no germe f*. 
Sendo possível definir funções entre certos desdobra 
mentos, podemos construir classes de desdohramentos, o que 
n+r 




3.2.2 Dcf_!-~:.i._ção: Sejan (r,P} e {s,G) dois desdohrnmentos de f 
F e r; sao ditos localrocnte C'1uivalentcs se r s 
existem funções 
(ifl,a) :F -* C 
r r 
onde 
(I)$ E E{n+r,n+sl, •fnnx = id o 
(II) > E E(r,s), rrso = o TI r 
(III) a E m (r) e F = Ç$ + a TI r 
As condições (I) e (II) estabelecem ~ue Q:Rn+r + Rn+s 
e representada por 
pois por (II) o seguinte diagrama comuta. 
TI 
r 
R n+r _______ ~"------~ 
TI 
s 
Dado um representante , nos consideramos uma transla-
çao au, u E Rr em uma vizinhança adequada da origem. 7\ transl a 
- d ' çao e aaa por 
+ t + (u) 
l\ condição {III) na definição estabelece que o germe 
F e G assim se relacionam 
r s 
F(x,u) ~ a G 
u 
(x,u) 
3.2.3 D~e~f~.;~-n~~ão: A soma de 9ois desdobramentos (r,F) e (s,G) 
de f E i'1, e definida como 
• 
onde 
F. + G 
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= (P + \, - f) + r s 
(F+G--f) é dado por 
r+s 
(P+G-f) (x,u,v) = P(x,u) + G(x,v) - f(x) 
3.2.4 Dcfinicão: O desdobrar'lento constante fr c definido por 
f(x,u) = f(x) 
onde temos F + f = F . 
r s r+s 
Na definição (3.2.2) I (III) estabelece crue o desde-
branen to F r é deterMinado por { rp, o.} e o desdobramento F 8 • 
3.2.5 Definição: Seja F
5 
um desdobramento de f c suponhamos 
que os germes ~E (n+r,n+s) e 11 E (r,s) sa-
tisfazem (I) e (II) na definição (3.2.2). Assim se a E (r), 
o desdobramento Fr dado pela equação (III) é chamado um des-
dobramento de f induzido de F por (~,a). 
s 
3. 2. 5.1 Definição: Um desdobramento F r de f é cU to versal se 
por convenientes (~,a). 
p 
·r 
3.2.5.2 Exerrnlo: Seja f E (n) uma singularidade e h1 , .. ,,hr 
Em(n) então 
+ u h (x) 
r r 
é um desdobramento de f, o crual e a sorna dos desc1obramentos -
parâmetros 
F(x,u.) - f(x) + u.h. (x) 
l l l 
3. 2. 6 Defin..:tçãq: Para ur.a .sinqularidadc f, define-se a codi-
mensão de f nor 
• 
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onda A(f) = (ar;ax.IE. 
J. 
3.2.6.1 Exe~~los: a) Seja 
c uma hasa para m(2)/A(f) 
f = 3 3 X + V , 2 2 ent~o A(f) = {x ,y ) 
' ser a {x, y, xy}, codim(f) = 3. 
h) seja f 
3 2 
então A (f I (3x 2 xy) = X - xy = -2xy, ' ' 
e urnn base para m(2)/A(f) ' ser a {X' y, X 
2 
+ y 2 } ,codim(f) = 4 
c) Seja f 2 4 então A (f) (xv, 2 4 3) = X y + y = X +~Y ; ' 
e u~a base para m(2)/A(f) ' ser a 2 2) ( 4 {x, y, x , y , codim f)= 
3.2. 7 Def~nição: Um desdobramento versal (r,F) com r mÍnimo , 
é chamado desdobramento universal. 
o significado e correlação entre o desdobramento uni 
versal e a codimensão torna-se claro no seguinte teorema so-
bre desdolJramento conhecido como o Teorema de ~·íather 
3.2.8 Teorema U'iather): 
(I) Uma singularidade f E m possui um desdobra 
menta versal se e somente se a codimensão de f é finita; 
(II) Dois desdohramentos vcrsais a r-parâmetros 
-sao isomorfos; 
onde 
(III} Todo desdobramento vcrsal é isomorfo a 
F + constu.nte, 
r 




, •• , ,hr} E ndn) e uma base Para m/ó, 
então o desdobramento de f definido por 
• 
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A demonstração do Teorema de Muther depende fundai':1en 
talr_ente da Estabilidade Estrutural de Funções Diferenciáveis 
a qual não será duda. Para tanto v~r[ 13, 14] 
3.2.9 Exemnlos: (a) Se n = 1 e f(x) = n p-1 x", cnt~o ~(f) = (x ) 
p-2 n-1 e m/ A (f) ·tem por base {x •.• ,~ }1 nois X' + A = ~, POE 
tanto 
F(x,u) f(x) + n-2 tl x~ 
p-2 + ..• + u 1 x 
e um desdobramento universal de xP, 
(b) De modo geral, se f(x) = xj' ± 2 ± X ' n en-
e portanto seu desdobramento 
universal é 
F(x,u) = f (x) + 
3.2.10 Observacão: Seja f(x1 , ... ,xr) um germe com desdobra-
menta e se 
Q(xr+l, ... ,x
11
) e uma forma quadrá.·Hca não degenerada nas va-
riáveis x .~ ,,,,,x, então o desdobramento universal de 
LT.L H 
f + Q é dado por 
f+ Q + F(x1 , ..• ,xr;u) 
isto porque Q pode ser colocado na forma 
2 > 2 
±xr+l ± ·•• ~ xn 
atr.ave's de uma conveniente transformação linear, e portanto 
11(f+0) = (11(f), x 
1
, ••• ,x) 
r+ n 
e portanto m/A(f+Q) tem a mesma base que m/6(f), e a mesma 
dimensão. 
Desta forma ao encontrarmos um desdohramento de uma 
singularidade, é convenienbi primeiro transformar a sinqula,-
• 
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ridade de tal modo que o m~üor numcro possível de varj_áveis 
sejam separadas en uma fc~t'l'l<t ']Uadrática não degenerada, 
3.2.11 Definiçã~: O co-ro.·;to de uma sin']ularidade f Em e 
defin.i.d11 como o co-posto da matriz Hessia 
2 
na (a f/3x.ax.) (O), isto é da forma quadrática dada pelo 
l J 
seu 2-jato. 
3.2.12 Lema: Se f E 
2 
m e \lma singularidade de co-posto n-r, 
então f e equivalente a um germe da forma 
Q(xl' ... ,xr) + H(x 
1
, .•• ,x) 
r+ n 
onde j 2H (O) ~ o e Q e UI11i1 forma quadrática na o degenerada. 
Demonstração: Para toda ~ingularidade f de co-posto n-r 1 a-
través de uma transformaç0o linear conveniente o 2-jato de f 
pode ser escrito na forma 
j
2




seja f* a restrição de f a Rr, isto e f*= fiRr 
que cou.tém o 2-jato Q, I'l!lo Teorema (3.i.22) temos que 
' -e 
2-determinado. (i.e.: m3 c m.~ll = m3), e portanto equivalente 
à direita a Q pelo Teoremu (3.2.8). Como o desdobramento de 
f conté'm Q cujo desdobrame-nto universal é (O,Q) 1 logo f é um 
desdobramento versa! de o. Pelo Teorema (3.2.8) desdobramcn-
tos versais de dimensão fixa são isomorfos, portanto (n-r,0) 
é isomorfo a {n-r,f), isto é, existe H E m(n-r) e um germe 
inversível$ E G(n,n) tal 0ue 




-3.2.13 Teorema: Se o co-posto de f e r, i.e.: co-posto f =r 
en·tão coc1im (f) 
Em particular, se 
co-posto f > 3 - codirn{f) ~ 6 
Derno~.~-!=-.!aç__~o: Se a codim (f) = r, cn ta o usando o Lema da Par-
tição (3.2.12) existe ur:t sis·tema de coordenadas nara o qual, 
F (x) = H(x
1
, .•• ,x) + ()(x 
1
, ••• ,x) r · r+ n 
com 
Seja o espaço dos 2-jatos res -
tritos as r-primeiras coordenadas, então 
codim (f) > dim 
.2 ( ) =r + (r+
2
1) Como J m r e 
di--I/dX. geram o es!Jaço vetorial 
' 





(8II/dx.) <r pois 
' -
j




Considera.renos singularidades de codimensão < 4. se-
ja f uma singularidade de codim(f) < 4, ou e'luivJ.lentemente 
por (3.2.6} dimH (n)/ (f) ::_ 4, e portanto 
5 






e por (3,1.22) temos que f é 6-determinado. Desta forma f é 
um polinômio de grau <h em duas variáveis, a menos de uma 
forma quadrática não degenerada em outras variáveis, como 
em (3.2.13). Portanto, passanos agora a considerar transfor 
mações de polinômios de uma forma normal geral ~sando algu-
mas mudanças de coordenadas. 
- " 3. 3 .1 Teorema·- (Thom) : 71. menos da adiçao de uma forma quadra-
tica não degenerada em outras variáveis 
e da multipltcação por ± 1, uma singularidade f de codimen -
são .::: 4 e _:: 1, é equivalente à direita a uma das seguintes 
singularidades com seus respectivos desdobramentos uni ver -. 
sais. 
codim f desdobramento univGrsal nome 
l 3 3 dobra X X + ux 
4 4 2 cúspide X X -ux + vx 2 
5 
X X 3 
5 + ux 
3 2 
+ vx + wx andorinha 
• 
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codim f dcsdohramcr1to universal 
3 
3 3 
X +y x3+y 3 + \•JXY -ux -vy umbilico 
lüper0ólico 
3 
3 2 3 
X -xy X -xy 
4 6 6 X X + 
4 X 




+y ) -ux 
tx 4 3 2 +ux +vx +•.-rx 






Demonstração: Pelo Teorema (3.2.13) temos duas possibilida-
des para o co-posto de uma singularidade de codimensão < 4. 
(1) co-posto f = 1 
portanto f é equivalente à direita a n x , a menos de uma for 
ma quadr;tica não degenerada. Como codim(xp) = p~2, os ger-
mes possíveis sao, a menos de sinal 
3 4 5 e x6 X , X r X 
(2) co-posto f = 2 
portanto por (3.2.13) codim > 3, assim a codimensão de f se 
' r a 
codim f = 3 ou 4 
Seja P(x,y) = j 3 (f), aue ~um polin6mio de grau 3 
portanto pode ser decomposto nos complexos em três fatôres 
lineares 
e 




(a) os três vetores (.:t. ,iJ.) E c
2 
sao linea_rf:lente in 
l l 
dependentes dois a dois sobre C; 
(b) dois deles são linearmentes independentes, como 
por exemplo 
P(x,y) 
onde os dois primeiros vetores são linearmentes independeo-
tes. Como P é real e a fatoração é Única a menos de constan-
te, consideramos a fatoracão conjugada com os (a. ,b,) 
• J. l 
reais. 
-
(c) Todos os (ai,bi) 
Desta forma temos 
sao dependentes, mas nao nulos. 
P(x,y) = (ax + by) 3 




(a,b) E R 
reais e 
' as novas coordenadas. O símbolo (-) representara equivalên ·· 
' cia à direita. Nos ternns 
P(x,y) -xy(ax + bv) -com a c b nao nulos 
(ax,by) por (x,y) temos 
-1 
- (ah) xy (x + y). 
(ab) 113 (x,y) por (x,y) temos 
-xy(x + y) 
2- 213 (x+y ,x-y) por (x,y) te!"l_os 
-x(x2 - y2) 




Este polinômio e 3-detcrminado. Urna. hase parn m/11 (f) 
2 2 
x, y, x +y chamado de elíptico umhílico. 
{ii) Sejam os (a. ,h.) complexos conjugados-, então 
l l 
O produto dos dois últimos fatôres é u:rrw. forma qua-
' drática positiva definida, que atraves de UMa J'lUdança linear 
de coordenadas adequada pode ser escrita como 
2 2 P(x,y) - (ax + by) (x + y) 
Por rotação de coordenadas, ax + by pode ser transfor 
mado em ex, e x
2 + y 2 como sendo o quadrado da distância per-
manece constante 
2 2 
- ex (x + y ) 
x(x 2 /J - + 
3 + 2 = X xy 
3 - X 3 + y 
pa.i..·tir de 
3 3 
(x + y) + (x - y) 3 3 X + y 
3 3 
Desta forma x + y e 3-determinado, uma base para 
rnjll (f) é x, y, xy, e assim temos obtido o desdobramento do 
germe um.0Ílico hiperbólico. 
Caso (b)' 




- -'.ral germe nao e finitarn.ente de-terminado, pois 
,c, (x 2y) = (x 2 ,xy) 
• 
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' nua contefil qualquer potência. de y. Como f 0 finitumente dr.-
2 terminado, deve ter um jato nao en;uivalente a x y. Seja k 
o maior inteiro para o qual 
.k 2 
J f - X y 
pode:moç então adr:ü ti r, sem perda de~ generalidade ífUC 
lf = x 2y 
e portanto 
.k+l 2 h( ) J f = x y + , x,y 
onde h e um polinômio hornogênio de grau k+l, k > 3. 
Consideremos a transformação 
'tl(x,y} = (x + ll, y + S) 
um difeomorfismo onde a , B são homogênios de grau k - 1 > 2 
Q jacobiano de <l> n.::J origen é a identidade, portanto 
Por mudança adequada de a, B podemos eliminar todos 
.......... ,~~-- -- '" ~~.J...><''-'-" 'Cl.l' L' -.::;ue sao 
.k+lf 
J 
.1, .... · __ .. ___ '·- ·---
U...J..V-'-0-'-VCJ.O \-'Vl. 
2 k+l 
x y + ay 
que é claramente k+l determinado. 
2 k+l 
f - x y + ay 
2 k+l 
- X y + y 
2 
AY V'ü A 1 o q u-2 
se k = 4 a codinensão de f e > 5, portanto, k = 3 e -
multiplicando por -1 e trocando y por -y temos 
2 4 
- X V - y 
chamado umbílico hiperhólico. 
• 
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Cas_Q_j_s;_)_: 
P(x,y) = (ax + by) 3 - x 3 
assim sem per(1<1 de generalidade temos 
j3f ~ x3 
j 4 f ~ x 3 +h 
onde h e de grau 4. Consideramos que 
dim j 3m(2} ~ 9 
e que 
dim i 3o(f} ~ dim j 3 (x2+h1 ,h2 } ~ 4, 
pois h 1 ,h 2 possui grau;: 3. Desta forma 
dim j
3 
m(2)/0(f} ~ 5 > 4 
o que não satisfaz a nossa hinótese codim(f) < 4. 
Caso (d} : 
P(x,y} ~o ~ j 3 (f} 
4 3 portanto f E m(2) , assim õ(f) c m(2) e 
dimm/ll(f} > dim ( m(2} /m(2} 3 } ~ 5 > •!, 
Este caso tamhém nao satisfaz a nossa hipótese. 
l\.ssim conclui-se a prova do TeoreMa das Sete Catástro 
fes de 'J'hom. 
• 
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A P Ê t! D I C E 
4 .1 A Tq::ol?gia de Whi tncy 
4.1.1 D2finição: Sejam Me N variedades diferenciãve.is. 
(i) r:enoterros por Cco(M,N) o conjunto das funções diferenciáveis 
de M em N. 
(ii) Fixado um inteiro lli.io negativo k, seja U o suboonjnnto aber 
to de .f (M,N) .cenoterros r:or M{U) o conjnnto 
Observarros que M (U n V) = M (U) n M (V) 
(iii) A fam:Üia dos conjuntos M (U) 1 onde U é um ~rto de ~ (M,N) 
00 
forTrr.:3ITI mn aberto básico na tor::ologia de C (M,N) . Esta top::üogia é cha- i 




( l 1 k • 1 · · c"'"~ tos rtos de C M,N na tOLXJ ogia c· de \1.hitney. A ._opo cgla ut: 
Whitney em dll(M,N) é a top:üogia cuja base e 
Esta é uma OOa definição de base, p:üs 
o que p::;de ser visto através da ftrr1ção canônica 
Assim 
M'(U) = M( rr~ (U) 1 
p:rra todo aberto U em .:f (M,N) • 
• 
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Varras agora descrever LTIIB vizinhança básica na Tq::ologia Coo de 
Whitney para f f- C00 (M,N), 
Seja '\ uma rrétrica em J< (M,N) ' compativel com esta top.:üogia, 
que é I_:XJssivel p:Jis tcd.a variedade é netrizável, de nndo a torná-lo um 
espaço métrico completo. 
D3finirros 
onde 
é UITB. função oontínua. AssllTt ~o (f) é um çonjunto aberto para todo o. 
Consideremos a função contínua 
~: .f (M,N) + R 
o + o(a(o))- '\(/f (a(o)),o) 
com 
Agora seja W l.lj11a vizinhança aberta de f em C (M,N) , e seja V um o:mjl.J!! 
to aberto em .f(M,N) com 
f E M(V) C W 
e seja 
m(x) ~ inf{'\(o,lf(x)) :o E ,-1 (x) n (.f(M,N) - V),x EM} 
Observerros que m (x) 
-1 c 
= "" se a (x) c V. Seja ó uma fl.ll1ÇaO con 
. -
tínua qualquer 1 com o(x) < m(x), x EM. E: :r;::ossívelrrostrar que ô e m.: 
são limitadas sobre qualquer subconjunto compacto em M, r:or uma constag 
te p:>sitiva. Então usando Partição da Unidade r:x:XJerros construir um õ 
global. Com este o, ~o (f) c W. Finalrrente, seja y e ó duas funções 
continuas de M em R+. D2finindo 
• 
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n(x) .~ min(y(x), o(x)) 
onde 
é continua e 
Esta coleção B 
6 
{f) forma 1ID1a vizinhança básica de f na ~ 
00 w 
logia c de Whitney em C (M,N) • 
• 
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